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Предисловие к русскому изданию

При переводе книги мы старались по возможности сохранить
авторскую терминологию, указав в подстрочных примечаниях со-
ответствие между нею и терминологией, принятой в русской мате-
матической литературе. В отдельных случаях мы все-таки использо-
вали последнюю, также оговорив это в примечаниях. Менее суще-
ственные изменения, по большей части связанные с устранением
мелких погрешностей оригинала, как правило, не оговариваются.

В процессе работы над переводом авторы оказывали переводчи-
ку и редактору многообразную помощь: они прислали файл с тек-
стом английского варианта книги, а впоследствии –– список исправ-
лений, которые были внесены в этот текст; Я. Г. Синай просмотрел
значительную часть перевода и сделал многочисленные замечания;
с Л. Б. Кораловым редактор неоднократно обсуждал небольшие от-
клонения от оригинала, по большей части терминологического ха-
рактера, которые, по его мнению, следовало внести в русский текст.
За все это мы чрезвычайно признательны обоим авторам.

Б. М. Гуревич



Предисловие

Основой этой книги послужил годовой курс, много лет читав-
шийся в Принстонском университете для студентов старших курсов
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Глава 

Случайные величины и их распределения

§ .. Пространство элементарных исходов,

σ-алгебры и меры

Пространство элементарных исходов –– первый объект, с кото-
рым мы встречаемся в теории вероятностей. Это некоторое непу-
стое множество, обычно обозначаемое Ω, элементы которого ω∈Ω
называются элементарными исходами.

Приведем несколько простых примеров.
Пример. Рассмотрим конечное множество X ={x1, …, xr} и мно-

жество Ω, состоящее из последовательностей ω= (ω1, …,ωn) дли-
ны n ¾ 1, где ωi ∈ X для каждого i, 1 ¶ i ¶ n. В приложениях ω
является результатом n статистических экспериментов, а ωi –– ре-
зультатом i-го эксперимента. Ясно, что |Ω|= rn, где |Ω| обозначает
число элементов в конечном множестве. Если X ={0, 1}, то каждое
ω является последовательностью нулей и единиц длины n. Такое
пространство Ω может служить моделью для результатов n последо-
вательных бросаний монеты. Если X = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, то Ω можно
рассматривать как пространство исходов для n подбрасываний иг-
ральной кости.

Пример. Обобщение предыдущего примера можно получить
следующим образом. Пусть X –– конечное или счетное множество,
а I –– конечное множество. Тогда Ω= X I –– пространство всех функ-
ций на I со значениями в X .

Если X ={0, 1} и I⊂Zd –– конечное множество, то каждое ω∈Ω
представляет собой конфигурацию нулей и единиц на ограничен-
ном подмножестве d-мерной решетки. Такие пространства появля-
ются в статистической физике, теории перколяции и т. д.

Пример. Рассмотрим лотерею, в которой имеется r различ-
ных чисел и надо угадать n из них вместе с порядком их появ-
ления (при n ¶ r). Чтобы построить модель этой игры, положим
X ={1, …, r}. Тогда Ω будет состоять из таких последовательностей
ω = (ω1, …,ωn) длины n, что ωi ∈ X и ωi 6= ω j при i 6= j. Легко
показать, что |Ω|= r!/(r−n)!.
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Позднее в этом параграфе мы определим понятие вероятност-
ной меры, или просто вероятности. Это функция, которая припи-
сывает некоторым (но не обязательно всем) подмножествам A⊆Ω
действительные числа между нулем и единицей.

Если интерпретировать Ω как пространство возможных исхо-
дов эксперимента, то вероятность множества A можно понимать
как степень правдоподобия того, что исход эксперимента принадле-
жит A. Перед введением понятия вероятности необходимо обсудить
те классы множеств, на которых она будет определена.

Определение .. Совокупность G подмножеств множества Ω
называется алгеброй, если выполняются следующие три условия:

) Ω∈G;
) из C ∈G вытекает, что Ω \C∈G;

) из C1, …, Cn∈G вытекает, что
n⋃

i=1

Ci∈G.

Пример. Пусть задано множество элементарных исходов Ω,
и пусть G содержит лишь два элемента: пустое множество и всё Ω,
т. е. G = {∅,Ω}. Определим ¯̄G как совокупность всех подмножеств
множества Ω. Ясно, что G и ¯̄G удовлетворяют определению алгебры.
Покажем, что еслиΩ конечно, то алгебра ¯̄G содержит 2|Ω| элементов.

Для всякого C ⊆Ω введем функцию χC(ω) на Ω с помощью ра-
венства

χC(ω) =

(
1, если ω ∈ C,

0, если ω /∈ C.

Эта функция называется индикатором множества C. Ясно, что
каждая функция на Ω, принимающая значения 0 и 1, является инди-
катором некоторого множества и определяет это множество одно-
значно. А именно, множество состоит из техω, где функция равна 1.
Число различных функций, отображающих Ω в множество {0, 1},
равно 2|Ω|.

Лемма .. Пусть Ω –– пространство элементарных исходов и

G –– алгебра. Тогда

) пустое множество является элементом G;

) из C1, …, Cn∈G следует, что
n⋂

i=1

Ci ∈G;

) из C1, C2∈G следует, что C1 \C2∈G.

Доказательство. Взяв C =Ω ∈ G, с помощью второго свойства
из определения . получим ∅∈ G. Чтобы доказать утверждение ,
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заметим, что

Ω \
n⋂

i=1

Ci =

n⋃
i=1

(Ω \Ci) ∈ G.

Следовательно,
n⋂

i=1

Ci∈G. Для доказательства третьего утверждения
запишем

C1 \C2 = Ω \
�

(Ω \C1)∪C2

�
∈ G.

Лемма .. Если алгебра G конечна, то существуют такие непу-

стые множества B1, …, Bm∈G, что

) Bi∩ B j=∅ при i 6= j;

) Ω=
m⋃

i=1

Bi;

) для каждого множества C ∈G существует такое множество

I⊆{1, …, m}, что C=
⋃
i∈I

Bi (условимся, что C=∅ при I=∅).

Замечание .. Совокупность множеств Bi, i= 1, …, m, опреде-
ляет некоторое разбиение множества Ω.

Таким образом, конечные алгебры порождаются конечными
разбиениями.

Замечание .. Для всякой конечной алгебры G найдется такое
число m∈N, что G содержит 2m элементов. Действительно, по лем-
ме . существует взаимно однозначное соответствие между G и со-
вокупностью подмножеств множества {1, …, m}.

Доказательство леммы .. Занумеруем произвольным обра-
зом элементы алгебры G:

G = {C1, …, Cs}.

Для любого множества C ∈G положим

C1
= C, C−1

= Ω \C.

Рассмотрим последовательность b= (b1, …, bs), в которой каждый
элемент bi равен либо +1, либо −1, и образуем множество

Bb
=

s⋂
i=1

C
bi

i .

Из определения алгебры и леммы . вытекает, что Bb ∈ G. Кроме
того, так как

Ci =
⋃

b : bi=1

Bb,

всякий элемент Ci алгебры G можно получить как объединение
некоторых множеств Bb. Если b′ 6= b′′, то Bb′ ∩ Bb′′

=∅.
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Действительно, условие b′ 6= b′′ означает, что найдется i, для
которого b′ i 6= b′′ i, скажем, b′ i = 1, b′′ i = −1. В выражении для Bb′

мы имеем C1
i =Ci, и, значит, Bb′⊆Ci. В выражение для Bb′′ входит

C−1
i =Ω \ Ci, так что Bb′′ ⊆Ω \ Ci. Следовательно, все Bb попарно не

пересекаются. Теперь в качестве Bi можно взять непустые множе-
ства Bb.

Определение .. Совокупность F подмножеств Ω называется
σ-алгеброй, если F является алгеброй, которая замкнута относи-
тельно счетных объединений, т. е. из того, что Ci ∈F , i¾1, вытека-

ет, что
∞⋃

i=1

Ci ∈F . Элементы σ-алгебры F называются измеримыми

множествами или событиями.
Как и выше, простейшими примерами σ-алгебр служат триви-

альная σ-алгебра F ={∅,Ω} и σ-алгебра ¯̄F , состоящая из всех под-
множеств пространства Ω.

Определение .. Измеримым пространством называется пара
(Ω, F), где Ω –– пространство элементарных исходов, а F –– некото-
рая σ-алгебра подмножеств Ω.

Замечание .. Пространство элементарных исходов называет-
ся дискретным, если оно содержит конечное или счетное число эле-
ментов. Всякий раз, рассматривая измеримое пространство (Ω, F)

с дискретным пространством Ω, мы будем предполагать, что F со-
стоит из всех подмножеств пространства Ω.

Следующую лемму можно доказать так же, как лемму ..
Лемма .. Пусть (Ω, F) –– измеримое пространство. Тогда из

того, что Ci ∈F , i¾1, вытекает, что
∞⋂

i=1

Ci ∈F .

Может показаться, что разница между понятиями алгебры иσ-ал-
гебры незначительна. Однако такое впечатление обманчиво. Как
мы увидим позже, любая содержательная теория (такая, как теория
меры или теория вероятностей) основывается на понятии σ-алгеб-
ры.

Определение .. Пусть дано измеримое пространство (Ω, F).
Функция ξ : Ω→ R называется F -измеримой (или просто измери-

мой), если для любых a и b, a< b, выполняется включение

{ω : a ¶ ξ(ω) < b} ∈ F .

Ниже будет показано, что линейная комбинация и произведе-
ние измеримых функций также являются измеримыми функциями.
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Если пространство Ω дискретно, то всякая действительнозначная
функция на Ω измерима, так как F содержит все подмножества Ω.

Чтобы лучше понять определение измеримости, рассмотрим
случай, когда σ-алгебра F конечна. Из леммы . вытекает, что F

соответствует конечному разбиению пространства Ω на подмноже-
ства B1, …, Bm и каждое C ∈F –– это объединение некоторых Bi.

Теорема .. Если функция ξ является F -измеримой, то на

каждом Bi, 1¶ i¶m, она принимает постоянное значение.

Доказательство. Предположим, что на некотором множестве B j,
1¶ j¶m, функция ξ принимает по меньшей мере два значения a и b

(a< b). Тогда множество {ω : a¶ξ(ω)<(a+b)/2} должно содержать
хотя бы одну точку из B j, но не должно содержать всего B j . Поэтому
его нельзя представить как объединение некоторых из Bi, что про-
тиворечит его измеримости.

Определение .. Пусть дано измеримое пространство (Ω, F).
Функция µ : F→ [0, ∞) называется конечной неотрицательной ме-

рой, если

µ

� ∞⋃
i=1

Ci

�
=

∞∑
i=1

µ(Ci)

всякий раз, когда Ci ∈F при i¾1 и Ci ∩C j=∅ при i 6= j.
Свойство, выраженное в определении ., называется счетной

аддитивностью (или σ-аддитивностью) меры µ.
Замечание .. Мы часто будем опускать слова «конечная» и

«неотрицательная» и называть µ просто мерой. Таким образом, ме-
ра –– этоσ-аддитивная функция на F со значениями в R+. В отличие
от сказанного выше σ-конечная и знакопеременная меры, вводи-
мые в гл. , принимают соответственно значения вR+∪ {+∞} и в R.

Определение .. Пусть g –– бинарная функция на Ω со зна-
чениями 1 (истина) и 0 (ложь). Говорят, что функция g почти

всюду истинна, если существует такое событие C, что µ(C)=µ(Ω)

и g(ω)=1 для всех ω∈C.
Определение .. Мера P на измеримом пространстве (Ω, F)

называется вероятностной мерой или распределением вероятно-

стей, если P(Ω)=1.
Определение .. Вероятностным пространством называет-

ся тройка (Ω,F , P), где (Ω, F) –– измеримое пространство и P –– ве-
роятностная мера. Если C ∈F , то число P(C) называется вероятно-

стью события C.
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Определение .. Измеримая функция, определенная на веро-
ятностном пространстве, называется случайной величиной.

Замечание .. Если P –– вероятностная мера, то вместо терми-
на «почти всюду» часто используется «почти наверное».

Замечание .. Заменим условие σ-аддитивности в определе-
нии . на следующее: если Ci ∈ F при 1¶ i ¶ n, где n конечное,
и Ci ∪C j=∅ при i 6= j, то

µ

� n⋃
i=1

Ci

�
=

n∑
i=1

µ(Ci).

Это условие приводит вместо понятия меры к понятию конечно-
аддитивной функции. Заметим, что из конечной аддитивности вы-
текает супераддитивность для бесконечных последовательностей
множеств. А именно,

µ

� ∞⋃
i=1

Ci

�
¾

∞∑
i=1

µ(Ci),

если множества Ci не пересекаются. Действительно, в противном
случае мы могли бы найти настолько большое n, что

µ

� ∞⋃
i=1

Ci

�
<

n∑
i=1

µ(Ci),

но это неравенство противоречит конечной аддитивности.
Пусть Ω дискретно. Тогда p(ω)=P({ω}) –– вероятность элемен-

тарного исходаω. Из определения вероятностной меры следует, что
) p(ω)¾0;
)
∑
ω∈Ω

p(ω)=1.

Лемма .. Каждая функция p(ω), заданная на дискретном

пространстве Ω и удовлетворяющая этим двум условиям, порож-

дает вероятностную меру на σ-алгебре всех подмножеств Ω, зада-

ваемую формулой

P(C) =
∑
ω∈C

p(ω).

Доказательство. Ясно, что P(C)¾ 0 для всех C и что P(Ω)= 1.
Чтобы проверить выполнение условияσ-аддитивности из определе-
ния ., нужно показать, что для попарно непересекающихся мно-
жеств Ci, i¾1, выполняется соотношение

P

� ∞⋃
i=1

Ci

�
=

∞∑
i=1

P(Ci).
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Так как сумма сходящегося ряда с положительными членами не за-
висит от порядка суммирования, получаем

P

� ∞⋃
i=1

Ci

�
=
∑

ω∈
∞⋃

i=1

Ci

p(ω) =
∞∑

i=1

∑
ω∈Ci

p(ω) =
∞∑

i=1

P(Ci).

Таким образом, мы показали, что в случае дискретного вероят-
ностного пространства Ω существует взаимно однозначное соответ-
ствие между распределениями вероятностей на Ω и функциями p со
свойствами, сформулированными перед леммой ..

Замечание .. Если Ω не является дискретным, то обычно
невозможно выразить меру заданного множества в терминах мер
элементарных исходов. Например, в случае лебеговой меры на
[0, 1] (изучаемой в гл. ) P({ω})=0 для каждого ω.

Приведем несколько примеров вероятностных распределений
на дискретном множестве Ω.

. Равномерное распределение: Ω конечное и p(ω)=1/|Ω|. В этом
случае все ω имеют равные вероятности. Вероятность всякого со-
бытия C равна P(C)= |C|/|Ω|.

. Геометрическое распределение: Ω = Z+ = {n : n ¾ 0, n целое}

и p(n)= (1− q)qn, 0< q < 1. Такое распределение называется гео-
метрическим с параметром q.

. Распределение Пуассона: пространство Ω то же самое, что
в предыдущем примере, и p(n)= e−λ ·λn/n!, λ> 0. Это распределе-
ние называется распределением Пуассона с параметром λ.

Пусть ξ –– случайная величина, определенная на дискретном ве-
роятностном пространстве и принимающая значения в конечном
или счетном множестве X , т. е. ξ(ω)∈ X при всех ω∈Ω.

Рассмотрим события Cx = {ω : ξ(ω)= x}, x ∈ X . Ясно, что при
x 6= y пересечение событий Cx и Cy –– пустое множество и что

⋃
x∈X

Cx = Ω.

Теперь мы можем определить распределение вероятностей на X ,
положив pξ(x)=P(Cx).

Определение .. Распределение вероятностей на X , опреде-
ленное формулой pξ(x)=P(Cx), называется распределением случай-

ной величины ξ (или распределением вероятностей, индуцирован-

ным случайной величиной ξ).



 Глава . Случайные величины и их распределения

§ .. Математическое ожидание и дисперсия случайных

величин на дискретном вероятностном пространстве

Пусть ξ –– случайная величина на дискретном вероятностном
пространстве (Ω,F , P), где F –– совокупность всех подмножеств
пространства Ω, а P –– вероятностная мера. Как и ранее, положим
p(ω)=P({ω}).

Пусть X = ξ(Ω)⊂ R –– множество значений случайной величи-
ны ξ. Так как Ω дискретно, X конечно или счетно.

Пусть

ξ+(ω) =

(
ξ(ω), если ξ(ω) ¾ 0,

0, если ξ(ω) < 0,

ξ−(ω) =

(
−ξ(ω), если ξ(ω) < 0,

0, если ξ(ω) ¾ 0.

Определение .. Рассмотрим два ряда
∑
ω∈Ω

ξ+(ω)p(ω) и
∑
ω∈Ω

ξ−(ω)p(ω).

Говорят, что ξ имеет конечное математическое ожидание, если
сходятся оба эти ряда. Математическое ожидание обозначается Eξ

и определяется равенством

Eξ =
∑
ω∈Ω

ξ+(ω)p(ω)−
∑
ω∈Ω

ξ−(ω)p(ω) =
∑
ω∈Ω

ξ(ω)p(ω).

Если первый ряд расходится, а второй сходится, то Eξ=+∞.
Если первый ряд сходится, а второй расходится, то Eξ=−∞.
Если расходятся оба ряда, то Eξ не определено.
Ясно, что Eξ конечно тогда и только тогда, когда E|ξ| конечно.
Замечание .. Иногда вместо математического ожидания ис-

пользуются термины ожидаемое значение, среднее значение, среднее.
Лемма . (свойства математического ожидания).

. Если Eξ1 и Eξ2 конечны, то для любых постоянных a и b мате-

матическое ожидание E(aξ1+ bξ2) конечно и E(aξ1+ bξ2)= aEξ1+

+ bEξ2.

. Если ξ¾0, то Eξ¾0.

. Если ξ≡1, то Eξ=1.

. Если A¶ξ¶ B, то A¶Eξ¶ B.
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. Математическое ожидание Eξ конечно тогда и только тогда,
когда
∑

x∈X

|x|pξ(x)<∞, где pξ(x)=P({ω : ξ(ω)= x}). В этом случае

Eξ=
∑
x∈X

x ·pξ(x).

. Если случайная величина η определена равенством η= g(ξ),
то Eη=
∑

x∈X

g(x)pξ(x) и Eη конечно тогда и только тогда, когда
∑

x∈X

|g(x)| ·pξ(x)<∞.

. Если |ξ|¶ |η| и E|η|<∞, то и E|ξ|<∞.

Доказательство. Так как Eξ1 и Eξ2 конечны, мы имеем
∑
ω∈Ω
|ξ1(ω)|p(ω) < ∞,

∑
ω∈Ω
|ξ2(ω)|p(ω) <∞

и
∑
ω∈Ω
|aξ1(ω)+ bξ2(ω)|p(ω) ¶

∑
ω∈Ω

�
|a||ξ1(ω)|+ |b||ξ2(ω)|

�
p(ω) =

= |a|
∑
ω∈Ω
|ξ1(ω)|p(ω)+ |b|

∑
ω∈Ω
|ξ2(ω)|p(ω) <∞.

Используя свойства абсолютно сходящихся рядов, находим, что
∑
ω∈Ω

(aξ1(ω)+ bξ2(ω))p(ω) = a
∑
ω∈Ω

ξ1(ω)p(ω)+ b
∑
ω∈Ω

ξ2(ω)p(ω).

Свойства  и  очевидны. Свойства –– означают, что E представ-
ляет собой линейный, неотрицательный, нормированный функцио-
нал на векторном пространстве случайных величин. Свойство  сле-
дует из того, что ξ− A¾0, B−ξ¾0, а потому E(ξ− A)=Eξ−EA ·1=
=Eξ− A¾0 и B−Eξ¾0.

Теперь докажем свойство , так как свойство  следует из свой-
ства  при g(x)= x. Пусть

∑
x∈X

|g(x)|pξ(x)<∞. Так как сумма ряда

с неотрицательными членами не зависит от порядка суммирования,
сумму
∑
ω

|g(ξ(ω))|p(ω) можно преобразовать следующим образом:

∑
ω∈Ω
|g(ξ(ω))|p(ω) =

∑
x∈X

∑
ω: ξ(ω)=x

|g(ξ(ω))|p(ω) =

=
∑

x∈X

|g(x)|
∑

ω: ξ(ω)=x

p(ω) =
∑

x∈X

|g(x)|pξ(x).

Значит, ряд
∑
ω∈Ω
|g(ξ(ω))|p(ω) сходится в том и только том слу-

чае, когда сходится ряд
∑

x∈X

|g(x)|pξ(x). Если любой из этих рядов
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сходится, то ряд
∑
ω∈Ω

g(ξ(ω))p(ω) сходится абсолютно и его сумма

не зависит от порядка суммирования. Поэтому
∑
ω∈Ω

g(ξ(ω))p(ω)=
∑

x∈X

∑
ω: ξ(ω)=x

g(ξ(ω))p(ω)=

=
∑

x∈X

g(x)
∑

ω: ξ(ω)=x

p(ω) =
∑

x∈X

g(x)pξ(x)

и последний ряд также сходится абсолютно.
Свойство  непосредственно вытекает из определения матема-

тического ожидания.
Замечание .. Пятое свойство:

Eξ =
∑

x∈X

xpξ(x), если ряд в правой части сходится абсолютно,

можно использовать как определение математического ожидания,
если ξ принимает счетное число значений, но определено на веро-
ятностном пространстве, которое не обязательно дискретно.

В главе  мы определим математическое ожидание для случай-
ной величины общего вида.

Лемма . (неравенство Чебышёва). Если ξ¾ 0 и Eξ конечно,
то для всякого t>0 выполняется неравенство

P(ξ ¾ t) ¶
Eξ

t
.

Доказательство. Так как ξ¾0, имеем

P{ξ ¾ t} =
∑

ω: ξ(ω)¾t

p(ω) ¶
∑

ω: ξ(ω)¾t

ξ(ω)

t
p(ω) =

=
1

t

∑
ω: ξ(ω)¾t

ξ(ω)p(ω) ¶
1

t

∑
ω∈Ω

ξ(ω)p(ω) =
1

t
Eξ.

Лемма . (неравенство Коши––Бунявского). Если математи-

ческие ожидания Eξ2
1

и Eξ2
2

конечны, то E(ξ1ξ2) также конечно

и выполняется неравенство

E|ξ1ξ2| ¶
Æ

Eξ2
1 ·Eξ2

2.

Доказательство. Так как |ξ1ξ2|¶ (ξ2
1
+ ξ2

1
)/2, математическое

ожидание Eξ1ξ2 конечно. Для каждого t имеем

E(t|ξ2|+ |ξ1|)2
= t2

Eξ2
2
+2tE|ξ1ξ2|+Eξ2

1
.



§ .. Математическое ожидание и дисперсия случайных величин 

Поскольку при всех t левая часть этого равенства неотрицательна,
то же самое верно и для правой части, откуда следует, что дискри-
минант неположителен, т. е. E|ξ1ξ2|− (Eξ2

1
Eξ2

2
)1/2¶0.

Теперь введем другие числовые характеристики случайных ве-
личин.

Определение .. Дисперсия случайной величины ξ определя-
ется равенством Varξ= E(ξ− Eξ)2 (от слова «variance»), принято
также обозначение Dξ.

Для существования дисперсии требуется существование мате-
матического ожидания Eξ. Возможны, конечно, и случаи, когда Eξ

конечно, но Varξ=∞.
Лемма . (свойства дисперсии).

. Дисперсия Varξ конечна тогда и только тогда, когда Eξ2<∞.

В этом случае Varξ=Eξ2− (Eξ)2.

. Если Varξ<∞, то Var(aξ+ b)= a2 Varξ для любых постоян-

ных a и b.

. Если A¶ξ¶ B, то Varξ¶
�

B− A
2

�2
.

Доказательство свойства . Предположим вначале, что Eξ2 <

<∞. Тогда (ξ−Eξ)2
=ξ2−2(Eξ)ξ+ (Eξ)2, и из свойства  матема-

тического ожидания вытекает, что

Varξ = Eξ2−E(2(Eξ)ξ)+E(Eξ)2
= Eξ2−2(Eξ)2

+ (Eξ)2
=

= Eξ2− (Eξ)2.

Если Varξ <∞, то ξ2
= (ξ− Eξ)2

+ 2(Eξ)ξ− (Eξ)2, и в силу свой-
ства  математического ожидания

Eξ2
= E(ξ−Eξ)2

+2(Eξ)2− (Eξ)2
= Varξ+ (Eξ)2.

Доказательство свойства . В силу свойства  математического
ожидания E(aξ+ b)=aEξ+ b, поэтому

Var(aξ+ b) = E(aξ+ b−E(aξ+ b))2
= E(aξ−aEξ)2

=

= Ea2(ξ−Eξ)2
= a2 Varξ.

Доказательство свойства . Пусть A¶ξ¶ B. Из свойства  дис-
персии следует, что

Varξ = E(ξ−Eξ)2
= E

�
ξ− A+ B

2
−
�
Eξ− A+ B

2

��2
=

= E

�
ξ− A+ B

2

�2
−
�
E

�
ξ− A+ B

2

��2
¶ E(ξ− A+ B

2
)2 ¶
�

B− A
2

�2
.
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Лемма . (неравенство Чебышёва для дисперсии). Пусть дис-

персия Varξ конечна. Тогда

P{ω : |ξ−Eξ| ¾ t} ¶
Varξ

t2
.

Доказательство. Применим лемму . к случайной величине
η= (ξ−Eξ)2¾0:

P(|ξ−Eξ| ¾ t) = P{η ¾ t2} ¶
Eη

t2
=

Varξ

t2
.

Определение .. Ковариацией случайных величин ξ1 и ξ2

называется число Cov(ξ1, ξ2)= E(ξ1 − m1)(ξ2 − m2), где mi = Eξi,
i=1, 2.

По лемме . Cov(ξ1, ξ2) конечна, если конечны Varξ1 и Varξ2.
Заметим, что

Cov(ξ1, ξ2) = E(ξ1−m1)(ξ2−m2) =

= E(ξ1ξ2−m1ξ1−m2ξ2+m1m2) = Eξ1ξ2−m1m2

и

Cov(a1ξ1+ b1, a2ξ2+ b2) = a1a2Cov(ξ1ξ2).

Пусть ξ1, ξ2, …, ξn –– случайные величины и ζn = ξ1 + ξ2 +…+ ξn.

Если mi=Eξi, то Eζn=

n∑
i=1

mi и

Varζn = E

� n∑
i=1

ξi−
n∑

i=1

mi

�2
= E

� n∑
i=1

(ξi−mi)

�2
=

=

n∑
i=1

E(ξi−mi)
2
+2
∑
i< j

E(ξi−mi)(ξ j−m j) =

=

n∑
i=1

Varξi+2
∑
i< j

Cov(ξi, ξ j).

Определение .. Коэффициентом корреляции случайных ве-
личин ξ1 и ξ2 с ненулевыми дисперсиями называется число

ρ(ξ1, ξ2) =
Cov(ξ1, ξ2)p
Varξ1 Varξ2

.

Из свойств дисперсии и ковариации следует, что

ρ(a1ξ1+ b1, a2ξ2+ b2) = ρ(ξ1, ξ2)

для любых постоянных a1, b1, a2, b2.



§ .. Вероятность объединения событий 

Теорема .. Пусть ξ1 и ξ2 –– случайные величины с нулевой

дисперсией. Тогда абсолютная величина их коэффициента корреля-

ции меньше или равна единице. Если |ρ(ξ1, ξ2)|= 1 и Varξ1 6= 0, то

для некоторых постоянных a и b почти наверное выполняется ра-

венство ξ2(ω)=aξ1(ω)+ b.

Доказательство. Для всякого t имеем

E(t(ξ2−m2)+ (ξ1−m1))2
=

= t2
E(ξ2−m2)2

+2tE(ξ1−m1)(ξ2−m2)+E(ξ1−m1)2
=

= t2 Varξ2+2t Cov(ξ1, ξ2)+Varξ1.

Так как левая часть этого равенства неотрицательна при всех t,
это верно и для квадратичного полинома в правой части, откуда
следует, что (Cov(ξ1, ξ2))2 ¶ Varξ1 Varξ2, т. е. |ρ(ξ1, ξ2)| ¶ 1. Ес-
ли |ρ(ξ1, ξ2)| = 1 и Varξ1 6= 0, то найдется t0 6= 0, для которого
E(t0(ξ2−m2)+ (ξ1−m1))2

=0, т. е. почти наверное

t0(ξ2(ω)−m2)+ (ξ1(ω)−m1) = 0.

Следовательно, ξ2 =m2 +
m1

t0
− ξ1

t0
. Полагая a=− 1

t0
и b=m2 +

m1

t0
,

получаем второе утверждение теоремы.

§ .. Вероятность объединения событий

Если C1, C2, …, Cn –– попарно непересекающиеся события, то из

определения вероятности следует, что P

� n⋃
i=1

Ci

�
=

n∑
i=1

P(Ci). Мы вы-

ведем формулу для вероятности объединения любых n событий.
Теорема .. Пусть (Ω, F , P) –– вероятностное пространство

и C1, …, Cn∈F . Тогда

P

� n⋃
i=1

Ci

�
=

n∑
i=1

P(Ci)−
∑

i1<i2

P(Ci1
∩Ci2

)+
∑

i1<i2<i3

P(Ci1
∩Ci2
∩Ci3

)−

−
∑

i1<i2<i3<i4

P(Ci1
∩Ci2
∩Ci3
∩Ci4

)+…

Доказательство. Сначала предположим, что пространство Ω
дискретно. Рассмотрим дополнение

Ω \
� n⋃

i=1

Ci

�
=

n⋂
i=1

(Ω \Ci).
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Для каждого C ∈F положим

χC(ω) =

(
1, если ω ∈ C,

0, если ω /∈ C,

т. е. χC –– индикатор множества C. Легко видеть, что χΩ\C(ω)= 1−
−χC(ω) и

χ⋂n
i=1

(Ω\Ci )
(ω) =

n∏
i=1

χΩ\Ci
(ω) =

n∏
i=1

(1−χCi
(ω)).

Следовательно,

1−P

� n⋃
i=1

Ci

�
= P

� n⋂
i=1

(Ω\Ci)

�
=

=
∑
ω∈Ω

χ⋂n
i=1(Ω\Ci )

(ω)p({ω}) =
∑
ω∈Ω

n∏
i=1

(1−χCi
(ω))p({ω}) =

= 1−
n∑

i=1

∑
ω∈Ω

χCi
(ω)p({ω})+
∑

i1<i2

∑
ω∈Ω

χCi1
(ω)·χCi2

(ω)p({ω})−… =

= 1−
n∑

i=1

P(Ci)+
∑

i1<i2

P(Ci1
∩Ci2

)−…,

что и завершает доказательство теоремы для случая дискретно-
го Ω.

В общем случае, когда Ω не обязательно дискретно, мы можем
заменить суммы

∑
Ω∈Ω

интегралами по пространству Ω, отвечающи-

ми мере P. Это, однако, требует использования понятия интеграла
Лебега, которое будет введено в гл. .

Теперь мы применим теорему . для решения одной интерес-
ной задачи. Наши рассуждения не будут абсолютно строгими, они
нацелены на развитие интуиции у читателя.

Пусть x1 и x2 –– два целых числа, выбранных случайным образом
и независимо друг от друга из множества {1, …, n} в соответствии
с равномерным распределением. Это означает, что пространство Ω
состоит из парω= (x1, x2), где 1¶ x1¶n, 1¶ x2¶n. Оно содержит n2

элементов (элементарных исходов), и вероятность каждого элемен-

тарного исхода равна pn(ω)=
1

n2 . Обозначим через P
n соответству-

ющую вероятностную меру. Пусть An –– событие, состоящее в том,
что x1 и x2 взаимно просты:

An
=
�

(x1, x2) ∈ Ωn : x1 и x2 взаимно просты
	

.
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Мы найдем предел lim
n→∞

P
n(An). В приводимых ниже формулах q обо-

значает простое число, q>1. Пусть Cn
q

–– событие, состоящее в том,
что x1 и x2 делятся на q. Тогда

P
n(An) = 1−P

n
�⋃

q¶n

Cn
q

�
,

из теоремы . получаем

P
n
�⋃

q¶n

Cn
q

�
=

=
∑
q¶n

P
n(Cn

q )−
∑

q1<q2¶n

P
n(Cn

q1
∩Cn

q2
)+
∑

q1<q2<q3¶n

P
n(Cn

q1
∩Cn

q2
∩Cn

q3
)−…

Легко видеть, что

P
n(Cn

q ) −−→
n→∞

1

q2 , P
n(Cn

q1
∩Cn

q2
) −−→

n→∞

1

q2
1q2

2

и т. д.

Тогда

lim
n→∞

P

�⋃
q¶n

Cn
q

�
=
∑
q

1

q2 −
∑

q1<q2

1

q2
1q2

2

+
∑

q1<q2<q3

1

q2
1q2

2q2
3

−…

Так как число членов в правой части бесконечно, эта формула тре-
бует более строгого обоснования, которое мы здесь не проводим.
Теперь

lim
n→∞

P
n(An) = 1− lim

n→∞
P

n
�⋃

q¶n

Cn
q

�
=

= 1−
∑
q

1

q2 +
∑

q1<q2

1

q2
1q2

2

−
∑

q1<q2<q3

1

q2
1q2

2q2
3

−… =
∏

q

�
1− 1

q2

�
.

Следовательно,

1

lim
n→∞

Pn(An)
=

1
∏

q

�
1− 1

q2

� =
∏

q

1

1− 1

q2

=
∏

q

∞∑
m=0

1

q2m =
∑ 1

q
2m1

1

·… · 1

q
2ms
s

,

где последняя сумма берется по всем s¾ 0, всем конечным словам
(q1, …, qs) с простыми q1 < q2 <… < qs и всем конечным словам
(m1, …, ms), mi¾0. Так как каждое натуральное число можно един-
ственным образом записать в виде x= q

m1

1 q
m2

2 …qms
s , последняя сум-

ма равна
∑
x¾1

1

x2 =
π2

6
. Таким образом,

lim
n→∞

P
n(An) =

6

π2 .
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§ .. Эквивалентные определения σ-аддитивности,

борелевских σ-алгебр и измеримости

Пусть (Ω, F) –– измеримое пространство.
Теорема .. Предположим, что функция P на F обладает

свойствами вероятностной меры, но σ-аддитивность заменена на

конечную аддитивность, так что

) P(C)¾0 для всякого C ∈F ;
) P(Ω)=1;
) если Ci∈F , 1¶ i¶n, и Ci∩C j=∅ при i 6= j, то

P

� n⋃
i=1

Ci

�
=

n∑
i=1

P(Ci).

Тогда следующие четыре утверждения эквивалентны:
1) P ––σ-аддитивная мера (и, значит, –– вероятностная мера);
2) для всякой последовательности событий Ci ∈ F , Ci ⊆ Ci+1,

выполняется равенство

P

�⋃
i

Ci

�
= lim

i→∞
P(Ci);

3) для всякой последовательности событий Ci ∈ F , Ci ⊇ Ci+1,
выполняется равенство

P

�⋂
i

Ci

�
= lim

i→∞
P(Ci);

4) для всякой последовательности событий Ci ∈ F , Ci ⊇ Ci+1,⋂
i

Ci=∅, справедливо соотношение

lim
i→∞

P(Ci) = 0.

Доказательство. Для всех пар утверждений эквивалентность
доказывается одинаково. Докажем, например, что утверждение 
эквивалентно утверждению . Пусть Ci ∈F , Ci⊇Ci+1,

⋂
i

Ci=∅. Рас-

смотрим события Bi=Ci \Ci+1. Тогда Bi∩B j=∅ при i 6= j и Ck=
⋃
i¾k

Bi.

Из σ-аддитивности меры P следует, что P(C1)=
∞∑

i=1

P(Bi). Таким

образом, остаток ряда
∞∑

i=k

P(Bi)=P(Ck) стремится к нулю при k→∞,

а это и есть свойство .
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Обратно, докажем, что из свойства  вытекает σ-аддитивность.
Предположим, что имеется последовательность событий Ci, Ci ∩C j =

=∅ при i 6= j. Пусть C=
∞⋃

i=1

Ci. Тогда

C =

� n⋃
i=1

Ci

�
∪
� ∞⋃

i=n+1

Ci

�

для любого n, и в силу конечной аддитивности

P(C) =
n∑

i=1

P(Ci)+P

� ∞⋃
i=n+1

Ci

�
.

Последовательность событий Bn=

∞⋃
i=n+1

Ci убывает, и
⋂
n

Bn=∅. Сле-

довательно, P(Bn)→0 при n→∞, и P(C)=
∞∑

i=1

P(Ci).

Теперь мы рассмотрим важнейшие примеры σ-алгебр, которые
встречаются в теории вероятностей.

Вначале дадим следующее общее определение.
Определение .. Пусть A={A} –– произвольная совокупность

подмножеств пространства Ω. Пересечение всех σ-алгебр, содержа-
щих все элементы совокупности A, называется σ-алгеброй, порож-

денной A, или минимальной σ-алгеброй, содержащей A. Эту σ-ал-
гебру обозначают σ(A).

Другими словами,

σ(A)=
�

C : C ∈F для каждой такой σ-алгебры F , что A⊆F
	

. (.)

Мы должны сделать три замечания, чтобы придать смысл этому опре-
делению. Во-первых, имеется по крайней мере одна σ-алгебра, кото-
рая содержит A, а именно σ-алгебра всех подмножеств пространства
Ω. Во-вторых, ясно, что пересечение любой совокупности σ-алгебр
есть снова σ-алгебра. Следовательно, множество σ(A) в формуле
(.) определено корректно и является σ-алгеброй. Наконец, очевид-
но, что всякаяσ-алгебра F , которая содержит A, должна также содер-
жать σ(A), иначе можно было бы рассмотреть σ-алгебру σ(A)∩F,
которая бы строго содержалась в σ(A). В этом смысле σ(A) –– наи-
меньшая σ-алгебра, содержащая все элементы совокупности A.

Теперь предположим, что Ω=R. Рассмотрим следующие семей-
ства подмножеств:
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) A1 –– совокупность интервалов (a, b);
) A2 –– совокупность полуинтервалов [a, b);
) A3 –– совокупность полуинтервалов (a, b];
) A4 –– совокупность замкнутых интервалов (отрезков) [a, b];
) A5 –– совокупность полубесконечных интервалов (−∞, a);
) A6 –– совокупность полубесконечных замкнутых интервалов

(−∞, a];
) A7 –– совокупность полубесконечных интервалов (a, ∞);
) A8 –– совокупность полубесконечных замкнутых интервалов

[a, ∞);
) A9 –– совокупность открытых подмножеств множества R;
) A10 –– совокупность замкнутых подмножеств множества R.
Теорема .. Наименьшие σ-алгебры, содержащие перечислен-

ные классы множеств, совпадают:

σ(A1) = σ(A2) =… = σ(A9) = σ(A10).

Эта σ-алгебра называется борелевскойσ-алгеброй в R или σ-алгеб-
рой борелевских подмножеств R и обычно обозначается B(R) или
просто B.

Доказательство. Докажем, что σ(A2)=σ(A1). Для любых a< b

можно найти последовательность an ↓ a. Тогда
⋃
n

[an, b)= (a, b) и,

следовательно, (a, b)∈σ(A2). Обратно, для любых a< b мы можем
найти an ↑a. Тогда

⋂
n

(an, b)= [a, b) и, следовательно, [a, b)∈σ(A1).

Отсюда вытекает, что σ(A2)⊆σ(A1).
Совпадение σ-алгебр σ(A1), σ(A2), …,σ(A7) и σ(A8) доказы-

вается очень похожим способом. Равенство σ(A9)=σ(A10) выте-
кает из того, что каждое замкнутое множество является дополне-
нием к открытому. Включение σ(A1)⊆σ(A9) справедливо потому,
что всякий интервал (a, b) есть открытое множество. Чтобы пока-
зать, что σ(A9)⊆σ(A1), достаточно заметить, что всякое открытое
множество можно представить как счетное объединение открытых
интервалов.

Предположим, что Ω= X –– метрическое пространство.
Определение .. Борелевской σ-алгеброй пространства X на-

зывается σ-алгебра σ(A), где A –– семейство открытых подмно-
жеств пространства X .

В этом определении в качестве A можно было бы также взять
совокупность всех замкнутых множеств, так как всякое открытое
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множество –– дополнение к замкнутому множеству. Если X –– сепа-
рабельное пространство, то любое открытое множество может быть
представлено как счетное объединение открытых шаров.

Поэтому для сепарабельного пространства мы могли бы опре-
делить борелевскую σ-алгебру как σ(A), где A –– семейство всех
открытых шаров.

Теперь определим произведение измеримых пространств

(Ω1, F1), …, (Ωn, Fn).

Множество Ω1×…×Ωn состоит из последовательностей (ω1, …,ωn),
где ωi ∈ Ωi при 1¶ i ¶ n; σ-алгебра F1 × F2 ×…× Fn определяет-
ся как минимальная σ-алгебра, содержащая все множества вида
A1×…× An, где Ai ∈Fi, 1¶ i¶n. Положим

(Ω1, F1)×…× (Ωn, Fn) = (Ω1×…×Ωn, F1×…×Fn).

Если X1, …, Xn –– метрические пространства, то X1 × X2 ×… × Xn

также метрическое пространство, и можно взять в качестве метри-
ки на нем произведение метрик и рассмотреть борелевскую σ-ал-
гебру B(X1 × X2 ×… × Xn). Легко видеть, что для сепарабельных
метрических пространств эта σ-алгебра совпадает с произведением
σ-алгебр B(X1)×B(X2)×…×B(Xn) (см. задачу ).

Определение .. Пусть имеются два измеримых простран-
ства (Ω, F) и (eΩ, eF). Функция f : Ω→ eΩ называется измеримой, если
f −1(A)∈F для всякого A∈ eF .

В случае, когда второе пространство есть R с σ-алгеброй бо-
релевских множеств B(R), это определение согласовано с преды-
дущим определением измеримости. Действительно, совокупность
множеств A∈ eF , для которых f −1(A)∈F , образует σ-алгебру. Если
эта σ-алгебра содержит все полуинтервалы [a, b), то в силу теоре-
мы . она содержит всю борелевскую σ-алгебру.

Пусть g(x1, …, xn) –– функция n действительных переменных, из-
меримая относительно борелевскойσ-алгебры B(Rn) (см. определе-
ние .).

Лемма ..Для любых измеримых функций f1(ω), …, fn(ω) функ-

ция g( f1(ω), …, fn(ω)) также измерима.

Доказательство. Достаточно показать, что прообраз каждого
борелевского множества из Rn при отображении

f : Ω→ Rn, f (ω) = ( f1(ω), …, fn(ω)),
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измерим, т. е.
f −1(A) ∈ F (.)

для каждого A∈B(Rn).
Если A⊆Rn –– множество вида A= A1 ×…× An, где Ai, i= 1, …

…, n, –– борелевские множества, то множество f −1(A)=
n⋂

i=1

f −1
i (Ai)

измеримо. Совокупность множеств, для которых выполняется усло-
вие (.), образует σ-алгебру, поэтому это условие выполняется для
всех множеств из наименьшей σ-алгебры, содержащей все «прямо-
угольники», которая, очевидно, является борелевской σ-алгеброй
пространства Rn.

Применяя лемму . к функциям g1(x1, …, xp)=a1 x1+…+ap xp,

g2(x1, …, xp)= x1 ·… · xp и g3(x1, x2)=
x1

x2
, мы сразу получаем следу-

ющее.
Лемма .. Если f1, …, fp –– измеримые функции, то их линей-

ная комбинация g = a1 g1 +… + ap fp и произведение g = f1 ·… · fp

также измеримы. Отношение двух измеримых функций, вторая из

которых не обращается в нуль, также измеримо.

§ .. Функции распределения и плотности

Определение .. Функция распределения Fξ(x) случайной ве-
личины ξ, определенной на вероятностном пространстве (Ω,F , P),
равна вероятности того, что ξ не превосходит x, т. е.

Fξ(x) = P({ω : ξ(ω) ¶ x}), x ∈ R.

Теорема .. Если Fξ(x) –– функция распределения случайной

величины ξ, то

1) Fξ(x) –– неубывающая функция, т. е. Fξ(x)¶ Fξ( y), если x¶ y;
2) lim

x→−∞
Fξ(x)=0, lim

x→∞
Fξ(x)=1;

3) функция Fξ(x) непрерывна справа при каждом x, т. е.

lim
yց x

Fξ( y) = Fξ(x).

Доказательство. Первое свойство следует из того, что при x¶ y

событие {ω : ξ(ω)¶ x} содержится в событии {ω : ξ(ω)¶ y}.
Чтобы доказать второе свойство, заметим, что пересечение вло-

женных событий {ω : ξ(ω)¶−n}, n¾0, пусто, и по теореме .

lim
n→∞

Fξ(−n) = lim
n→∞

P({ω : ξ(ω) ¶ −n}) = 0,
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из чего в силу монотонности следует, что lim
x→−∞

Fξ(x)=0. Аналогич-

но доказывается, что lim
x→∞

Fξ(x)=1.

Чтобы доказать последнее свойство, заметим, что пересечение

вложенных событий
n
ω : x <ξ(ω)¶ x +

1
n

o
, n¾ 0, пусто, и в силу

теоремы .

lim
n→∞

�
Fξ

�
x+

1

n

�
− Fξ(x)
�
= lim

n→∞
P

�n
ω : x < ξ(ω) ¶ x+

1

n

o�
= 0.

Из монотонности функции Fξ(x) вытекает, что lim
yց x

Fξ( y)=Fξ(x).

Теперь мы можем игнорировать тот факт, что Fξ(x) возника-
ет как функция распределения конкретной случайной величины ξ,
и дадим следующее определение.

Определение .. Всякая функция F(x), определенная на дей-
ствительной прямой и удовлетворяющая условиям ––, перечис-
ленным в теореме ., называется функцией распределения.

Ниже мы увидим, что всякая функция распределения определя-
ет вероятностную меру на (R, B(R)) и в самом деле является функ-
цией распределения случайной величины ξ(x) = x относительно
этой меры.

В некоторых случаях (но не всегда!) на действительной прямой
существует такая неотрицательная интегрируемая функция p(t),
что для всех x выполняется равенство

F(x) =
x∫

−∞

p(t) dt.

В таком случае p называется плотностью распределения вероятно-
стей или просто плотностью, отвечающей функции F. Если F= Fξ ––
функция распределения случайной величины ξ, то p = pξ называ-
ется плотностью распределения случайной величины ξ. В то время
как правая часть последнего равенства понимается как интеграл
Лебега (определенный в гл. ), для непрерывной функции p(t) она
равна обычному интегралу Римана.

Заметим, что любая плотность удовлетворяет условию

∞∫

−∞

p(t) dt = 1.

И наоборот, любая неотрицательная интегрируемая функция, удо-
влетворяющая этому условию, определяет посредством формулы
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F(x)=
x∫

−∞

p(t) dt функцию распределения и, значит, является плот-

ностью распределения вероятностей.
Если P –– распределение вероятностей на (R, B(R)) и p –– такая

плотность вероятности, что для всех x выполняется равенство

P((−∞, x]) =

x∫

−∞

p(t) dt,

то говорят, что p является плотностью распределения P. Взаимо-
связь между функциями распределения и распределениями вероят-
ности будет обсуждаться в § ..

Примеры плотностей распределения вероятностей

. Функция p(u)=
1p
2π

e−u2/2, −∞<u<∞, называется нормаль-

ной или гауссовской плотностью с параметрами 0 и 1; соответству-

ющая функция распределения имеет вид Φ(x)=
1p
2π

x∫

−∞

e−u2/2 du.

. Функция p(u) =
1p
2πd

e−(u−a)2/(2d), −∞ < u <∞, называется

нормальной или гауссовской плотностью с параметрами a и d. Рас-
пределение с такой плотностью обозначается через N(a, d).

. Равномерная плотность на интервале (a, b):

p(u) =

( 1

b−a
, u ∈ (a, b),

0, u /∈ (a, b).

. Функция

p(u) =

(
λe−λu, u ¾ 0,

0, u < 0,

называется экспоненциальной (или показательной) плотностью с па-
раметром λ.

. Функция p(u)=
1

π(1+u2)
, −∞ < u <∞, называется плотно-

стью Коши или плотностью распределения Коши.

Будем говорить, что ξ –– случайный вектор, если ξ= (ξ1, …, ξn),
где ξi, 1 ¶ i ¶ n, –– случайные величины, определенные на одном
и том же вероятностном пространстве.
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Определение .. Функция распределения Fξ : Rn→ R случай-

ного вектора ξ= (ξ1, …, ξn), заданного на вероятностном простран-
стве (Ω, F , P), определяется равенством

Fξ(x1, …, xn) = P({ω : ξ1(ω) ¶ x1, …, ξn(ω) ¶ xn}).

Для формулировки многомерного обобщения теоремы . нам
понадобятся следующие обозначения. Пусть x = (x1, …, xn) и y =

= ( y1, …, yn) –– векторы в Rn. Будем писать x ¶ y, если xi ¶ yi при
1 ¶ i ¶ n. По каждому вектору σ = (σ1, …,σn) с σi ∈ {0, 1} при
i=1, …, n можно определить новый вектор z=σ(x, y) с компонен-
тами

zi =

(
yi, если σi = 0,

xi, если σi = 1.

Пусть |σ|=σ1+…+σn –– число компонент вектора σ, которые рав-
ны единице.

Теорема .. Пусть Fξ –– функция распределения случайного век-

тора ξ= (ξ1, …, ξn). Тогда

) если x, y∈Rn таковы, что x¶ y, то
∑

σ∈{0,1}n

(−1)|σ|Fξ(σ(x, y)) ¾ 0;

) lim
xi→−∞

Fξ(x)=0 для каждого i∈ {1, …, n}; lim
x→(+∞,…,+∞)

Fξ(x)=1;

) Fξ(x) непрерывна справа при всех x, т. е.

lim
yցx

Fξ( y) = Fξ(x).

Эту теорему можно доказать так же, как теорему .. Заметим,
что первое свойство выражает тот факт, что P(x < ξ¶ y)¾ 0. Из
свойств –– легко вывести, что Fξ принимает значения в [0, 1] и не
убывает, т. е. Fξ(x)¶ Fξ( y), если x¶ y.

Определение .. Всякая функция F, определенная на Rn и об-
ладающая свойствами ––, перечисленными в теореме ., называ-
ется функцией распределения.

§ .. Задачи

. Некий человек родился  марта, его отец ––  марта, а один
из его дедушек ––  марта. Как бы вы оценили число таких людей
в США?



 Глава . Случайные величины и их распределения

. Предположим, что n одинаковых шаров случайным образом
размещены по m ящикам. Постройте соответствующее простран-
ство элементарных исходов. В предположении, что вероятности по-
падания каждого шара в случайно выбранный ящик одинаковы,
найдите вероятность того, что первый ящик пуст.

. В ящике находятся  хороших деталей и  деталей с дефек-
том. Найдите вероятность того, что среди выбранных  деталей не
будет деталей с дефектом.

. Пусть ξ –– такая случайная величина, что E|ξ|m ¶ ACm для
некоторых постоянных A и C и всех целых m¾ 0. Докажите, что
P{|ξ|>C}=0.

. Предположим, что n писем, адресованных n разным людям,
перемешаны и разложены по n конвертам с надписанными адреса-
ми. Найдите вероятность того, что по крайней мере одно письмо
попадет в нужный конверт. Найдите предел этой вероятности при
n→∞.

. При целых n и r найдите число решений уравнения

x1+…+ xr = n,

где xi –– неотрицательное целое число. Предполагая равномерность
распределения на пространстве решений, найдите P{x1= a} и пре-
дел этой вероятности при r→∞, n→∞, n/r→ρ>0.

. Найдите математическое ожидание и дисперсию случайной
величины, имеющей распределение Пуассона с параметром λ.

. Начертите график функции распределения случайной величи-
ны, принимающей значения x1, x2, …, xn с вероятностями p1, p2, …
…, pn.

. Докажите, что если F(x) –– функция распределения случайной
величины ξ, то P(ξ= x)= F(x)− lim

δ↓0
F(x−δ).

. Случайная величина ξ имеет плотность распределения p.
Найдите плотность распределения случайной величины η= aξ+ b

для a, b∈R, a 6=0.

. Случайная величина ξ имеет равномерное распределение
на [0, 2π]. Найдите плотность распределения случайной величины
η= sinξ.

. Пусть (X1, d1), …, (Xn, dn) –– сепарабельные метрические про-
странства. Определим X = X1× X2×…× Xn как их прямое произве-



§ .. Задачи 

дение с метрикой

d((x1, …, xn), ( y1, …, yn)) =
Æ

d2
1
(x1, y1)+…+d2

n
(xn, yn).

Докажите, что B(X)=B(X1)×…×B(Xn).

. Среди целых чисел от  до  случайным образом выби-
рается одно (с равномерным распределением). Какова вероятность
выбрать целую степень (выше первой) целого числа?

. Пусть C1, C2, …, Cn, … –– такая последовательность событий
в вероятностном пространстве (Ω, F , P), что

lim
n→∞

P(Cn) = 0 и
∞∑

n=1

P(Cn+1 \Cn) < ∞.

Докажите, что

P

�
∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

Ck

�
= 0.

. Пусть ξ –– случайная величина с непрерывной функцией рас-
пределения F. Найдите функцию распределения случайной величи-
ны F(ξ).
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σ-алгебра борелевская 
— минимальная 
— порожденная семейством

множеств 
— событий, определенных до

момента остановки 

алгебра множеств 

белый шум 
броуновский мост 
броуновское движение 
— — d-мерное 
— — изменение масштаба

и симметрия 
— — инвариантность

относительно вращений
и отражений 

— — марковское свойство 
— — обращение времени 
— — относительно фильтрации

, 
— — распределение максимума


— — строго марковское свойство


— — сходимость квадратических

вариаций 

вариация над разбиением 
вектор сноса 
вероятность объединения событий


— события 
винеровская мера 
винеровский процесс 

гауссовский процесс 

— случайный вектор 
гиббсовское случайное поле 
гильбертово пространство,

порожденное случайным
процессом 

гомогенизация 

дисперсия 

европейский опцион покупки 

задача Дирихле , 
— — существование и

единственность решения 
— Коши, существование и

единственность решения 
— о разорении игрока 
закон арксинуса 
— больших чисел для независимых

однородных испытаний
с конечным числом исходов 

— — — для цепи Маркова 
— — — стационарного в широком

смысле случайного процесса ,


— нуля-единицы Блюменталя 
— — для последовательности

независимых случайных
величин 

— повторного логарифма 

измеримая полугруппа
сохраняющих меру
преобразований 

— — — — — перемешивающая 
измеримое множество 
— пространство 
интеграл Ито 
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— Лебега 
— по ортогональной случайной

мере 
интегрирование по частям для

интеграла Ито 
инфинитезимальная матрица 
инфинитезимальный генератор 
испытания Бернулли 

квадратическая вариация
квадратично интегрируемого
мартингала 

— — локального мартингала 
ковариация случайных величин ,


— стационарного в широком

смысле случайного процесса 
конечномерный цилиндр 
коэффициент корреляции , 
кросс-вариация квадратично

интегрируемых мартингалов 

лемма Бореля––Кантелли вторая


— — первая 
— Фату 
локализация 
локальная предельная теорема 
локальный мартингал 

мажорируемая сходимость
условных математических
ожиданий 

марковская переходная функция 
марковские семейства решений

стохастических ДУ 
марковский переходный оператор


— процесс 
— — с конечным пространством

состояний 
марковское свойство решений

стохастических ДУ 

— семейство 
мартингал 
— замыкаемый справа 
— квадратично интегрируемый 
математическое ожидание

случайной величины , , 
— — стационарного в широком

смысле случайного процесса 
матрица 
— диффузии 
— ковариаций 
— переходных вероятностей 
— стохастическая эргодическая 
мера σ-конечная 
— абсолютно непрерывная 
— вероятностная 
— Винера (винеровская) 
— дискретная 
— знакопеременная 
— инвариантная для марковского

семейства 
— конечная 
— Лебега 
— непрерывная сингулярная 
— стационарная (инвариантная)

для марковской переходной
функции 

мера-произведение 
метод Монте-Карло 
множество µ-пренебрежимое 
— измеримое 
— невозвратное 
модификация случайного процесса


момент остановки 

начальное распределение 
независимые σ-алгебры 
— процессы 
— случайные величины 
— события 
непрерывные процессы 
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— справа процессы 
неравенство Гёльдера 
— Гронуолла 
— Дуба , 
— Йенсена 
— Коши––Буняковского , 
— Куниты––Ватанабе 
— Пайерлса 
— Чебышёва 
неразличимые процессы 

обобщенная функция
неотрицательно определенная


обобщенный случайный процесс
, 

— — — гауссовский 
— — — стационарный в узком

смысле 
— — — — в широком смысле 
однородная последовательность

независимых случайных
испытаний 

ожидаемое значение 
опцион 
ортогональная случайная мера 

перемешивание , 
переходная вероятность 
— функция для марковского

семейства 
плотность гауссовская 
— Коши 
— нормальная 
— равномерная 
— распределения 
— — показательная 
— семейства вероятностных мер


полная вариации функции 
полуалгебра 
пополнение пространства с мерой



пополненная фильтрация 
последний элемент мартингала 
почти всюду 
почти наверное 
предельная теорема Пуассона 
пренебрежимое множество 
преобразование сдвига , 
— сохраняющее меру 
— — — перемешивающее 
принцип отражения 
прогрессивно измеримый процесс


произведение σ-алгебр 
простой случайный процесс 
пространство Lp 
— вероятностное 
— дискретное 
— обобщенных функций 
— основных функций 
— состояний случайного процесса


— — цепи Маркова 
— элементарных исходов 
процесс Бесселя 
— Орнштейна––Уленбека , 
— Пуассона 

равномерно эллиптический
оператор 

равностепенная непрерывность 
разложение Дуба 
— Дуба––Мейера 
— Хана 
распределение вероятностей 
— гауссовское 
— геометрическое 
— индуцированное случайной

величиной 
— Пуассона 
— равномерное 
— стационарное для матрицы

переходных вероятностей 
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— устойчивое 
распределения конечномерные 
реализация случайного процесса


регулярная условная вероятность


регулярность случайного процесса



семимартингал непрерывный 
сильное решение стохастического

ДУ 
— — существование

и единственность 
система Дынкина 
случайная величина 
— — инвариантная (mod 0) 
— спектральная мера 
случайное блуждание 
— — возвратное 
— — невозвратное 
— — простое 
— — — симметричное 
— поле 
случайный процесс 
— — гауссовский 
— — диффузионный , 
— — измеримый 
— — линейно

недетерминированный 
— — линейно регулярный , 
— — непрерывный 
— — перемешивающий 
— — прогрессивно измеримый 
— — простой 
— — регулярный , 
— — согласованный

с фильтрацией 
— — стационарный в узком

смысле 
— — стационарный в широком

смысле 

— — эргодический 
событие 
— инвариантное (mod 0) 
события независимые 
сохраняющее меру преобразование


спектральная мера стационарного

в широком смысле случайного
процесса , 

среднее 
— значение 
стационарное распределение для

полугруппы марковских
переходных матриц 

стохастический интеграл , 
— — для простого процесса 
— — по отношению

к непрерывному локальному
мартингалу 

стохастическое дифференциальное
уравнение 

— — — сильное решение 
строго марковский процесс 
— марковское свойство 
— — семейство 
субмартингал 
супермартингал 
сходимость по вероятности (по

мере) 
— по распределению 
— почти всюду (почти наверное)


— равномерная 
— слабая 
счетная аддитивность

(σ-аддитивность) 

теорема о трех рядах 
— Арцела––Асколи 
— Б. Леви о монотонной

сходимости 
— Бохнера 
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— Вейерштрасса 
— Гливенко––Кантелли 
— Донскера 
— Дуба о пересечении σ-подалгебр


— — о сходимости замыкаемого

справа мартингала 
— — о сходимости

L1-ограниченного мартингала


— Егорова 
— Каратеодори 
— Колмогорова о гёльдеровской

модификации 
— — о согласованных

конечномерных распределениях


— — об усиленном законе больших
чисел вторая 

— — — первая 
— Колмогорова––Винера 
— Линдеберга––Феллера 
— Макмиллана 
— максимальная эргодическая 
— Муавра––Лапласа 
— о мажорируемой сходимости

условных математических
ожиданий 

— о свободном выборе , 
— Пойа о случайный блужданиях


— Прохорова 
— Радона––Никодима 
— Фубини 
— Хинчина о законе больших

чисел 
— эргодическая

Биркгофа––Хинчина 
— — фон Неймана , , 
тождество Вальда 
точка регулярная 
— сингулярная 

траектории случайного блуждания


траектория случайного процесса


уравнение Колмогорова обратное


— — прямое 
урновая схема Пойа 
усиленный закон больших чисел

для броуновского движения 
— — — — для цепей Маркова 
условие Дёблина 
— — сильное 
— Линдеберга 
— Ляпунова 
— согласованности 
условная вероятность , , 
условное математическое

ожидание 
— неравенство Йенсена 

фильтрация 
— непрерывная справа 
— удовлетворяющая обычным

условиям 
формула Байеса 
— Блэка и Шоулса 
— Ито , 
— Фейнмана––Каца 
фундаментальное решение 
функция измеримая , 
— интегрируемая 
— неотрицательно определенная


— обобщенная 
— простая 
— распределения 
— — случайного вектора 
— — случайной величины 

характеристическая функция мер




 Предметный указатель

— — случайной величины 
характеристический функционал

случайного процесса 

центральная предельная теорема


цепь Маркова , 
— — однородная 
цилиндр 
— конечномерный 
— — элементарный 
цилиндрическое множество 
— подмножество 

эквивалентность случайных
процессов 

элементарный исход 

энергия взаимодействия 

энтропия меры 

— цепи Маркова 

эргодическая компонента 

— теорема Биркгофа––Хинчина 

— — для марковских процессов 

— — для цепей Маркова 

— — фон Неймана , 

эргодичность полугруппы
сохраняющих меру
преобразований 

— сохраняющего меру
преобразования 



Магазин «Математическая книга»

Книги издательства МЦНМО можно приобрести в магазине
«Математическая книга» в Москве по адресу: Б. Власьевский пер.,
д. ; тел. () --; biblio.mccme.ru

Книги в электронном виде: http://www.litres.ru/mcnmo/
http://globalf5.com/search/founded/type/book/area/publisher/stype/extended/q/мцнмо

• Книготорговая компания «Абрис»; тел. () --, () --;
www.umlit.ru, www.textbook.ru, абрис.рф

• Интернет-магазин «Книга.ру»; тел. () --; www.kniga.ru

Наши партнеры в Москве и Подмосковье

• Московский Дом Книги и его филиалы (работает интернет-магазин);
тел. () --; www.mdk-arbat.ru

• Магазин «Молодая Гвардия» (работает интернет-магазин): ул. Б. Полянка,
д. ; тел. () --, () --; www.bookmg.ru

• Магазин «Библио-Глобус» (работает интернет-магазин): ул. Мясницкая,
д. /, стр. ; тел. () --; www.biblio-globus.ru

• Спорткомплекс «Олимпийский», -й этаж, точка ; тел. () --
• Сеть киосков «Аргумент» в МГУ; тел. () --, () --;

www.arg.ru
• Сеть магазинов «Мир школьника» (работает интернет-магазин);

тел. () --, () --, () --, () --;
www.uchebnik.com

• Сеть магазинов «Шаг к пятерке»; тел. () --, () --;
www.shkolkniga.ru

• Издательская группа URSS, Нахимовский проспект, д. , Выставочный
зал «Науку — Всем», тел. () --, www.urss.ru

• Книжный магазин издательского дома «Интеллект» в г. Долгопрудный:
МФТИ (новый корпус); тел. () --

Наши партнеры в Санкт-Петербурге

• Санкт-Петербургский Дом книги: Невский пр-т, д. ; тел. () --
• Магазин «Мир науки и медицины»: Литейный пр-т, д. ;

тел. () --
• Магазин «Новая техническая книга»: Измайловский пр-т, д. ;

тел. () --
• Информационно-книготорговый центр «Академическая литература»:

Васильевский остров, Менделеевская линия, д. 
• Киоск в здании физического факультета СПбГУ в Петергофе;

тел. () --, () --, () --
• Издательство «Петроглиф»: Фарфоровская, , к. ; тел. () --,

() --; k_i_@bk.ru, k_i_@petroglyph.ru
• Сеть магазинов «Учебная литература»; тел. () --,

тел. () --, тел. () -- (доб. )

Наши партнеры в Челябинске

• Магазин «Библио-Глобус», ул. Молдавская, д. , www.biblio-globus.ru

Наши партнеры в Украине

• Александр Елисаветский. Рассылка книг наложенным платежом по
Украине: тел. ---; df-al-el@bk.ru




